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Ekvivalence mnozin

Ekvivalentni zobrazeni mezi mnozinami X ,Y :

Jedna se o vzajemné jednoznaCné zobrazeni mnoziny X na
mnozinu Y . Je to prosté zobrazeni mnoZiny X na mnozinuY .

Vysvétleni:

Obecné se jedna o zobrazeni 7 mnoziny X do mnoziny Y (X —=Y).
Zobrazeni je zvildstni pripad bindrni relace (podmnozZina kartézského

soucinu X xY ), tedy mnozina usporadanych dvojic [X, y]
(xe X,y eY ) takovych, ze ke kaZdému X existuje nejvyse jedno y (z
kazdého prvku mnoziny X smi vychazet jen jedna Sipka). Prvky
mnoziny X nazyvame VZOrY, prvky mnoziny Y nazyvame obrazy.

Zobrazeni nazyvame prosté, pravé kdyz k libovolnym dvema riiznym
vzorim existuji riizné obrazy.

X Y

Zobrazeni nazyvame zobrazenim na mnoZinu Y, prave kdyz kazdy
prvek mnoziny Y je obrazem néjakého prvku mnoziny X (kaZdy prvek
mnoZiny Y md aspori jeden vzor).
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Zobrazeni, které je prosté a zaroven zobrazeni na mnozinu, nazyvame
ekvivalentni zobrazeni mezi mnoZinami X a Y (takové zobrazeni také
nazyvame vzdjemné jednoznacné zobrazeni mnozZiny X na mnoZinu
Y, pripadné bijekce).
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Priklad 1: Rozhodnéte, o jaké piipady se jednd na ndsledujicim
obrazku:
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Zapis ekvivalentniho zobrazeni:

ZapiSeme mnozinu vSech uspoifadanych dvojic prvki, které patii do
pfislusného ekvivalentniho zobrazeni. Naptiklad ekvivalentni
zobrazeni na obrdzku pted ptikladem 1 zapiSeme takto

{[D].[2:B][3.C].[4 A]}-
Jak mizZeme mnoZiny porovnavat podle jejich velikosti?

o V pripadé koneénych mnozin je to jednoduché. Urcime pocet
jejich prvka a ty, které maji stejny pocet prvkii, povazujeme
za ,,stejné veliké*“. Maji-li mnoziny stejny pocet prvkl, snadno
ur¢ime ekvivalentni zobrazeni mezi nimi. Napiiklad mezi
mnozinami A:{2;4;6;8;10} a B= {a;b;c;d;e}, které maji
stejny pocCet prvkd 5, urime ekvivalentni zobrazeni
{[2:a];[4:b]:[6;c]:[8;d]:[10;e]} (Kolik je takovych zobrazeni?
Urcete jeste dve ekvivalentni zobrazeni mezi mnozinami A a B.)
V pfipadé¢ mnozin C :{u;V;W} a D:{l; 2}, které maji rlzny
pocet prvkil, ekvivalentni zobrazeni neexistuje. Kdybychom
napiiklad vytvoftili uspofadané dvojice [u;l] a [V;Z], pro prvek
w z mnoziny C uz ,partner® do uspotadané dvojice neexistuje.
(Zamyslete se nad situaci mistra v tanecnich, ktery mad v Kursu
divky a chlapce a nezna jejich pocet. Nebude je pocitat, ale vyda
pokyn K vytvoreni tanecnich dvojic.)

vvvvvv

nemiizeme urcit. Budeme proto hledat ekvivalentni zobrazeni
mezi nimi. Rikame, Ze nekone¢né mnoZiny, mezi kterymi
existuje ekvivalentni zobrazeni, maji stejnou mohutnost.
Nekonecné mnoziny, které¢ jsou ekvivalentni s mnoZinou
prirozenych Cisel, nazyvame spocetné mnoziny.

Skutecnost, e nekoneéna mnoZina je ekvivalentni s mnoZinou
prirozenych cisel (Ze je spoCetnad), si mitZeme predstavit tak, Ze
jeji prvky Ilze seiadit do Fady a ocislovat.



Existuji mnoziny, které nejsou spocetné. Piikladem mnoziny,
ktera neni spocetna, je mnoZina vSech realnych ¢isel R
(vysvétleni na konci piednasky).

Hledani ekvivalentniho zobrazeni:

o Jedna-li se o konecné mnoZiny, je podminkou existence
ekvivalentniho zobrazeni mezi nimi to, Ze musi mit stejny
pocet prvkii n (pak je pocet takovych ekvivalentnich zobrazeni
roven &islu n!=n-(n—-1)-(n—2)-...-2-1 (¢teme n — faktorial)).
Maji-li kone¢né mnoziny ruzny pocet prvki, ekvivalentni
zobrazeni mezi nimi neexistuje.

e Pokud se jedna o nekonecné spocetné mnoziny (typu mnozin
Z nasledujicich ~ piiklad), existuje = nekone¢né¢  mnoho
ekvivalentnich zobrazeni mezi nimi. Jedno z nich najdeme tak,
Ze u obou mnoZin vyjadiime zavislost hodnoty daného prvku
mnoziny na ¢isle n, které udava potadi tohoto Cisla v fadé prvki
dané mnoZiny.

Priklad 2: Najdéte ekvivalentni zobrazeni mezi mnoZinami
A:{2,4,6,8,10,---}, B ={1,8,27,64,125,---}.

Vidime, Ze v mnoziné¢ A jsou suda cisla, tedy pro n-ty prvek
v poradi plati, Ze se rovna 2n. To zapiSeme zdpisem
A={2n;neN}(N v této kapitole znamend mnozinu vSech
piirozenych Cisel vétSich nez nula). V mnozin€ B jsou treti
mocniny piirozenych Cisel, takze pro n-ty prvek v potadi plati,
7e se rovna n°. Toto zapiseme B :{n?’;n S N}. Takze zvolime

ekvivalentni zobrazeni, kter¢ 1. prvku mnoziny A piitadi 1.
prvek mnoziny B, 2. prvku mnoziny A 2. prvek mnoziny B atd.
Obecné dostavame ekvivalentni zobrazeni



{[2;1],[4;8],[6; 27],[8; 64],[10;125],---} , coz obecné zapiSeme
zapisem {[Zn; n3] ne N}.

Jesté muze byt zadan ukol napfiklad uréit v mnozin¢ B obraz
Cisla 16 € A. V tomto piipadé nejprve urime pfislusné n (ma
platit 2n=16=n=8). Potom uréime hodnotu &. prvku
v mnoziné B (8> =512). TakZe obrazem &isla 16 z mnoziny A je
¢islo 512 v mnozing B.

Pokud ale bychom chtéli urCit obraz cisla 36 z mnoZiny B
vV mnozin¢ A, nebudeme uspésni, protoze ¢islo 36 v mnozin¢ B
vubec nelezi (36 neni tieti mocninou Zadného ptirozeného Cisla).

Priklad 3:

. Najdéte ekvivalentni zobrazeni mezi mnoZinami A, B (staci
jedno). Kolik takovych zobrazeni existuje?

a) A={14,5},B={2,7,9},
b) A={2,4,7,810},B={135,7},
c) A={3,6,9,12,15},B = {4,8,12,16,20}.

. Najdéte ekvivalentni zobrazeni mezi mnozinami A, B. Najdéte
vV mnozin¢ B obraz Cisla X € A . Najdéte v mnoZin€ A obraz Cisla
yeB.

a) A={510,15,20,25,--},B={1,4,9,16,25,---}, x=55,y =81
b) A={3,9,15,21,27,---},B={3,5,7,9,11,---}, x=35,y =54

c) A= {11, 22,33, 44,55,---}, B= {7,10,13,16,19,---} ,
X=77,y =36

d) A={2,510,17,26,--},B = {4,17,30,43,56,--},
x =50,y =72.



Navod:
Na priklad a) pouzijeme metodu z ptikladu 2.

V prikladu b) pouzijeme jiny postup. VSimneme si, ze prvky
mnoziny A se lisSi o 6, podobn¢ jako ndsobky ¢isla 6. Jenomze prvni
Cislo v nasi fad¢ neni 6-1=6, ale 3, tedy 6—3, stejné na druhém
misté neni6-2=12, ale 9, tedy 12—3 atd. Mizeme tedy vyslovit
hypotézu, Ze n-t¢ Cislo v pofadi ma tvar 6n—3. Mnozinu A tedy
zapiSeme takto (miZeme to nazvat zapis pomoci Nn-t¢ho clenu):
A= {6n -3 neN } Tento postup pouzijeme na vSechny takové
nekone¢né mnoziny, jejichZ sousedni ¢leny se lisi o stejné Cislo.

Pro mnozinu B plati: jeji prvky se lisi o 2, ale prvni prvek neni 2, ale
3, tedy 2+1, druhy prvek neni 4, ale 5, tedy 4+1. Obecné¢ plati, ze n-
té Cislo v pofadi mé tvar 2n+1. Mnozinu B zapiSeme pomoci n-t¢ho
¢lenu takto: B = {2n +1Ine N}.

Hledané ckvivalentni zobrazeni zapiSeme takto:
{[6n ~32n+1];ne N}

Vysvétleni: Prvky naSich mnozZin tvori takzvanou posloupnost.
Posloupnost, jejiz libovolné sousedni ¢leny se liSi o konstantni Cislo
d (takzvanou diferenci), se nazyva aritmeticka posloupnost. Pokud ma
aritmetickd posloupnost prvni clen a, a diferenci d, mad n-ty clen

a,=a +(n-1)-d.

V prikladu d) Dejte pozor, posloupnost v mnoziné A neni aritmeticka
posloupnost. Uvazujte souvislost prvki mnoziny A s druhou
mocninou jejich poradi v posloupnosti.

Mnoziny ekvivalentni s mnoZinou prirozenych cisel

Motivacni priklad: Kterd mnoZina obsahuje vice prvki? MnoZina
vSech piirozenych ¢isel Nnebo mnozina vSech sudych Cisel S?

ZapiSeme mnoziny:

N={1,2,34,56,7,8910,-}, S={2,4,6810, .



Na prvni pohled se zda, Ze sudych c¢isel musi byt méng, ,,jsou piece
vybrana ob jedno* z mnoziny ptirozenych Cisel. Neni to ale pravda.

Hledejme ekvivalentni zobrazeni mezi obéma mnoZinami: ZapiSeme
mnoziny pomoci N-t€¢ho ¢lenu:
N={n;neN}, S={2n;neNj.

Ekvivalentni zobrazeni zapiSeme takto: {[n; Zn]; neN } :

Ptipomenime si, Ze 0 mnozinach, mezi kterymi existuje ekvivalentni
zobrazeni, fikame, ze maji stejnou mohutnost. Mnoziny, které jsou
ekvivalentni s mnoZinou piirozenych c¢isel, nazyvdme spocetné
mnoZiny (viz také prednaska 5 — kardinalni Cisla).

Priklad 4: Ukazte, Ze mnoZziny z ptikladu 3, Cast 2 jsou spocetné
(najdéte ekvivalentni zobrazeni mezi danymi mnoZinami a mnozinou
ptirozenych Cisel).

Zavér: Nekonecné mnoziny, které¢ jsou ekvivalentni s mnoZinou
prirozenych cisel (kter¢ miizeme ,,oCislovat®, které mizeme ,,sepsat
do seznamu‘) jsou spocetné (jsou ,stejné¢ velké“ jako mnozina
piirozenych ¢isel).

Otazky na zavér (nepovinné):
Jsou v§echny nekone¢né mnoziny spocetné?

Co napiiklad mnoZina kladnych raciondlnich Ccisel (Cisel, ktera

P

mizeme zapsat ve tvaru —, kde peNAqeN)? Vypada to, ze
g

racionalnich Cisel je vice nez ptirozenych &isel (jen kolik racionalnich

Cisel je mezi Cisly 1 a 2). To vSak neni pravda. MnoZina

racionalnich Cisel je spoCetna.



D se ukazat, #e i mohutnost mnoginy raciondlnich ¢isel @ je stejna jako mohutnost mnoginy
pirozenveh éisel M. Dikaz spoéiva v tom, #e viechny uspofadané dvojice pfirozenych cisel
zobrazime vzijemné jednoznacné na prirozend éisla, viz obr. 2.1,

(1,4)

Existuji mnozZiny, které nejsou spocetné?

Ano, takovou mnozinou je mnozZina vSech realnych cisel R.
Diikaz — viz Wikipedie

Cantorova diagonalni metoda je matematicky dikaz, pomoci kterého Georg Cantor ukazal,
Ze mnozina vSech redlnych ¢isel je nespocetna.

Dukaz

Cantorav dikaz ukazuje, ze interval [0,1] neni spocetny.
Dtikaz sporem je veden takto:

Ptedpokladejme, Ze interval [0,1] je spocetn€ nekonecny.

Muzeme tedy ,,zapsat™ vSechna ¢isla do posloupnosti (r1, I, I3, ...)

Kazdé¢ z téchto cCisel 1ze zapsat v desetinném rozvoji.

Setadime tato Cisla (nemusi byt sefazena v pfirozeném usporadani). Predpokladejme
napftiklad, Ze pocatek naseho seznamu vypada takto:

SNCORIONES


http://cs.wikipedia.org/wiki/Matematick%C3%BD_d%C5%AFkaz
http://cs.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
http://cs.wikipedia.org/wiki/Mno%C5%BEina
http://cs.wikipedia.org/wiki/Re%C3%A1ln%C3%A9_%C4%8D%C3%ADslo
http://cs.wikipedia.org/wiki/Nespo%C4%8Detn%C3%A1_mno%C5%BEina
http://cs.wikipedia.org/wiki/Interval_(matematika)
http://cs.wikipedia.org/wiki/D%C5%AFkaz_sporem
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r=0,5105110...
r,=0,4132043 ...
r;=0,8245026...
r,=0,2330126...
rs=0,4107246 ...
re=0,9937838 ...
rr=0,0105135...

Sestrojime realné ¢islo X lezici v intervalu [0,1] tak, Ze pro k-té ¢islo v jeho desetinném
rozvoji vezmeme v uvahu k-té ¢islo v desetinném rozvoji r. Cislice, které bereme v
uvahu, jsou v nasledujici posloupnosti zvyraznény (abychom ukazali, pro¢ se ditkaz
nazyva diagondlni metoda).

rh=0,5105110...
r,=0,4132043...
r;=0,8245026...
r,=0,2330126...
rs=0,4107246...
re=0,9937838 ...
rr=0,0105135...

Z téchto ¢islic definujeme cislice Cisla X nésledovné:

o pokud je na k-tém misté v ri ¢islice 5 pak na k-tém misté v X bude 4,

o pokud neni na k-tém misté v ry Cislice 5 pak na k-tém misté v x bude 5.
Cislo x je ziejmé realné (jelikoz viechny desetinné rozvoje reprezentuji realné &islo) z
intervalu [0,1]. Napiiklad pro posloupnost uvedenou vyse by x vypadalo takto:

x=0,4555554...

Musi tedy existovat I, = X pro n¢jaké n, jelikoz jsme predpokladali, Ze v posloupnosti
(rq, ra, r3, ...) jsou vSechna realna ¢isla z intervalu [0, 1].

Ale diky nasemu zptsobu sestrojovani ¢isla X se x 1isi od kazdého r, na n-tém
desetinném cisle, tedy X nelezi v posloupnosti (ry, Iz, I's, ...)

Tato sekvence tedy neni sekvenci vSech redlnych ¢isel z intervalu [0,1], doch4dzime ke
sporu.

Odtud plyne, Ze ptedpoklad, Ze interval [0,1] je spocetny, musi byt Spatny.



